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摘 要: 为了对分数阶超混沌系统中的未知参数进行准确估计，提出一种量子混沌粒子群优化算法( Quantum
chaos particle swarm optimization，QCPSO) ．该算法通过对量子粒子群优化算法( Quantum behaved particle swarm optimiza-
tion，QPSO) 的实现机理进行分析，并结合量子纠缠与混沌系统之间的相关性而实现．首先，将量子势阱中心视为混沌
吸引子围绕的不动点，处于吸引子外部的粒子会逐渐聚集于吸引子之内，而处于吸引子内部的粒子会出现快速分离扩

散的现象;然后，采用基于随机映射的粒子更新机制，充分保证混沌粒子的初值多样性;最后，提出了基于不动点中心

的尺度自适应策略，解决了算法后期的搜索停滞问题．运用 QCPSO算法对典型分数阶超混沌系统参数进行估计，结果
表明，该算法在收敛速度与精度上优于改进的差分进化算法、自适应人工蜂群算法以及改进的量子粒子群优化算法．
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Abstract: A new quantum chaos particle swarm optimization ( QCPSO) was proposed to accurately estimate the un-
certain parameters of the fractional order hyper chaotic system． The QCPSO algorithm was realized by analyzing the mecha-
nism of quantum behaved particle swarm optimization ( QPSO ) and combining the correlation between quantum entangle-
ment and chaotic system． Firstly，the center of potential well was replaced by a fixed point of chaotic attractor． The particles
which outside the attractor were gradually converged to the attractor，and the particles which inside the attractor were quickly
diffused． Secondly，in order to guarantee the diversity of the initial value of the chaotic particles，the particle update mecha-
nism based on random mapping was proposed． Finally，a scale adaptive strategy was proposed to solve the problem of search
stagnation of the algorithm． The parameters of fractional order hyper chaotic system were estimated by the QCPSO algo-
rithm，and the results showed that the QCPSO algorithm has faster convergence speed and higher accuracy than improved
differential evolution algorithm，adaptive artificial bee colony algorithm and improved QPSO algorithm．
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1 引言
混沌是由一个确定性理论描述的系统而产生的具

有不重复性和不可预测的不规则运动，它广泛存在于

自然界与工程系统中． 自 Lorenz 在研究气候预报的长
期不可预测性时提出第一个混沌吸引子以来［1］，随着

对混沌系统研究的不断深入，出现了演化行为更加复

杂和隐蔽的超混沌系统，该类系统在保密通信领域具

有较高的应用价值［2］． 上述混沌系统主要研究对象是
整数阶混沌系统，但在物理过程与实际工程应用中，系

统通常以分数阶的形式存在，分数阶混沌系统的同步

在数据通信加密、非线性系统参数辨识、图像压缩与信
号控制等领域更能精确反映系统的物理特性，因此对

分数阶超混沌系统的研究具有更强的普适性与更高的

使用价值［3］．
随着分数阶微分与超混沌系统的引入，精确估计

混沌系统参数的复杂程度也增加． 群体智能优化算法
是针对混沌系统参数估计的一类重要方法． 任开军
等［4］提出一种自适应人工蜂群算法，其自适应步长策

略保证系统在噪声强度大的情况下也可以得到较好的

参数估计结果． 何廷年等［5］通过改进差分进化算法的
变异操作来实现对 Ｒssler 混沌系统参数的辨识． 上述
方法主要是针对整数阶混沌系统参数估计的问题，而

对分数阶混沌系统参数估计的方法较少，黄宇等［6］借

助量子并行粒子群优化算法实现了对分数阶混沌系统

的参数辨识．
粒子群优化算法 ( Particle swarm optimization，

PSO) ［7］是由 Eberhart在 1995 年提出的模仿鸟群捕食行
为的一种全局随机搜索算法，其中每个粒子表示待优

化问题的一个解，初始化阶段赋予每个粒子一个随机

位置与随机速度，下一代粒子通过全体粒子最优解与

自身历史最优解得到． 鉴于 PSO 算法效率高且易于实
现等特点，目前被广泛应用于神经网络训练［8］、故障诊
断［9］、图像处理［10］等领域．
但 PSO算法存在一些缺陷，如 F Van den Bergh 证

明了 PSO算法不能收敛于全局最优解［11］，尤其是在解
决多峰问题时容易陷入局部最优解．针对上述问题，孙
俊等［12］提出一种量子粒子群优化算法 ( Quantum-be-
haved particle swarm optimization，QPSO) ，该算法以势阱
中心作为各粒子的吸引点，通过设置参数使得下一代

粒子以较大的概率出现在吸引点附近，但该算法依然

存在一些问题，假使当前势阱中心为一局部最优解，则

粒子可能无法跳出当前局部最优解． 因此学者们提出
了许多改进的 QPSO 算法． Xi 等［13］赋予最优平均位置
一定的权重，进而更好的平衡 QPSO 算法的全局与局部
搜索能力．赵吉等［14］借助群体间的协同机制增强 QPSO

算法的搜索能力，提出一种基于演化历史信息的自变

异协同量子行为粒子群优化算法，取得了较好的结果．
但上述方法在解决多维复杂优化问题中，依然存在收

敛速度慢，寻优精度低等问题．
本文提出一种基于量子混沌粒子群优化算法

( QCPSO) 的分数阶超混沌系统参数估计方法． QCPSO
算法中引入了混沌吸引子，保证粒子陷入局部最优解

后有一定的跳出机制． 实验部分比较了不同混沌映射
结构下的 QCPSO算法在标准优化测试函数的性能，并
将具有最优映射结构的 QCPSO算法运用在分数阶超混
沌 Ｒssler系统与分数阶超混沌 Chen 系统的参数估计
问题中．

2 问题描述
考虑如下分数阶超混沌系统:

dαX
dtα

= f( X，p) ，0 ＜ α ＜ 1 ( 1)

其中
dαX
dtα
为 Caputo 算子，X = ( X1，X2，…Xn )

T 为系统的

状态变量，α = ( α1，α2，…αn )
T 为系统分数阶次，p =

( p1，p2，…pn )
T 为标准混沌系统参数．

假设被估计混沌系统如下:

dβY
dtβ

= f( Y，q) ，0 ＜ β ＜ 1 ( 2)

其中 Y = ( Y1，Y2，…Yn )
T 为被估计系统的状态变量，β

= ( β1，β2，…βn )
T 为被估计系统分数阶次，q = ( q1，q2，

…qn )
T 为被估计混沌系统参数．
为了估计分数阶超混沌系统的未知参数，定义系

统变量估计误差为:

ei = Yi － Xi，1≤i≤n ( 3)
其中 n为系统变量总数．参数估计误差定义为:

ej = pj － qj，1≤j≤m ( 4)
其中 m为估计混沌系统的参数总数． 则分数阶超混沌
系统的参数估计可以转化为最小化如下目标函数:

J = argmin 1
n∑

n

i = 1
ei

2 + 1
m∑

m

j = 1
ej

2 ( 5)

其中变量误差的估计通过计算变量误差序列的前 K 个
序列值的 2-范数的平方和．本文利用 QCPSO 算法解决
式( 5) 的多变量目标函数优化问题．

3 量子混沌粒子群优化算法( QCPSO)

对 PSO算法进行收敛性分析可以得到保证算法全
局收敛的必要条件［11］，即每个粒子 xi，j ( t) 收敛于 p i =
( pi1，pi2，…pin )

T，其表达式为:

pi，j ( t) = φ·Pi，j ( t) + ( 1 － φ) ·Gj ( t) ( 6)
其中 φ∈( 0，1) ，Pi，j ( t) 为粒子 i 的历史搜索最优位置，
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Gj ( t) 为最优粒子位置．
为了更加直观的理解 QCPSO 算法，假设粒子的维

数为 1．在 QCPSO算法中，首先，通过计算第 i 个粒子的
位置 xi ( t) 与 pi ( t) 的距离建立混沌映射关系，在迭代过
程中动态调整每一代粒子的混沌搜索范围． 粒子的
xi ( t) 的搜索范围如下所示．

ximin =
pi ( t) － | pi ( t) － xi ( t) | /u， pi ( t) ≠xi ( t)

pi ( t) － | pi ( t) ·v |， pi ( t) = xi ( t{ )

( 7)

ximax =
pi ( t) + | pi ( t) － xi ( t) | /u， pi ( t) ≠xi ( t)
pi ( t) + | pi ( t) ·( 1 － v) |， pi ( t) = xi ( t{ )

( 8)
其中 u，v∈( 0，1) ．
然后，通过式( 9) 对粒子 xi ( t) 进行归一化操作，得

到混沌序列的初始值 Xi，1 ．

Xi，1 =
xi ( t) － ximin

ximax － ximin
( 9)

运用一定的混沌映射结构产生混沌序列 Xi = ( Xi1，

Xi2，…Xim ) ，m 为混沌序列长度． 将这些序列通过式
( 10) 反变换至原始搜索空间．

F( xi，r ( t) ) = ximin + Xi，r ( ximax － ximin ) ( 10)
最后，选择序列中评价结果最优的粒子作为下一

代粒子，QCPSO算法的迭代公式如( 11) 所示．
xi ( t + 1) = argmin

1≤r≤m
F( xi，r ( t) ) ( 11)

3． 1 尺度自适应策略
良好的搜索策略有助于提升算法的搜索效率，

QCPSO算法中粒子状态的更新依赖于特定混沌系统的
构建．为了提升粒子的空间覆盖率，粒子 xi ( t) 的映射区
间半径应设置为 Ｒ≥ | xi ( t) － pi ( t) | ． 考虑混沌系统对
于初值敏感的特性会导致混沌序列的差异性，这与 PSO
算法中的较高的种群多样性具有较大的搜索空间的概

念相符．通过引入了随机变量 u，粒子映射半径变为 Ｒ
= | xi ( t) － pi ( t) | /u，变化的映射半径对应于粒子不同
的初始位置，进而有效提升算法找到全局最优解的可

能性．
上述粒子映射半径的设置方法是基于 xi ( t ) 与 pi

( t) 处于同一量级的情况下，假如粒子 xi ( t) 与 pi ( t) 无
限接近，结果会导致下一代粒子的映射空间无法建立，

算法的搜索过程出现停滞状态． 通过将原有不同尺度
的映射半径拉伸至以吸引子不动点 pi ( t) 为中心，Ｒnew为

半径的同尺度映射空间，其中 Ｒnew = pi ( t ) · v，v∈
( 0，1) ．同尺度映射空间的建立保证粒子与吸引子不动
点之间建立有效的对应关系．
3． 2 QCPSO算法收敛性证明
已经证明 PSO算法收敛于全局最优位置与局部最

优位置的随机加权和［11］． 因此在 QCPSO 算法中，如果
满足lim

t→∞
xi ( t + 1) = p，则算法收敛．

当 xi ( t) ≠p时，根据式( 7) 、( 8) 、( 10) 得到:

xi ( t + 1) = p +
2Xi，r － 1

u p － xi ( t) ( 12)

所以式( 12) 的极限为:

lim
t→∞

2Xi，r － 1
u p － xi ( t) = 0 ( 13)

得出:

lim
t→∞

xi ( t + 1) = p ( 14)

当 xi ( t) = p时:
xi ( t + 1) = p( 1 + Xi，r － v) ( 15)

因为 0 ＜ Xi，r ＜ 1 且 0 ＜ v ＜ 1，所以式( 15) 的极限为:
lim
t→∞

xi ( t + 1) = p ( 16)

其中 为常数，通过上述分析，QCPSO算法收敛于全局
最优解．
3． 3 QCPSO算法流程
以优化 Sphere 函数为例，选择 Logistic 映射作为

QCPSO的混沌映射结构说明 QCPSO算法流程．

算法 1 QCPSO算法

1．初始化种群数量 n，最大迭代次数 T，粒子 i的上下界
xmax与 xmin，混沌映射序列最大值 m．

2．通过计算 Sphere函数( F( xi，j ) = x2i，j ) 的适应值，得到粒子
xi，j的历史最优位置 Pi，j与所有粒子最优位置 Gj ．

3． For 每个粒子 i，i∈［1． ． n］
4． 根据式( 6) 计算吸引子不动点 pi，j ( t) ．
5． 根据式( 7) ( 8) 设置混沌映射搜索区间 ximax和 ximin ．
6． 根据式( 9) 将粒子 i归一化至混沌映射初始粒子 Xi，1 ．
7． repeat
8． 通过 Logistic混沌映射 ( f ( Xi，n ) = 4Xi，n ( 1 － Xi，n ) ) 计算混沌序

列 Xi，r ．
9． 根据式( 10) 将混沌序列反变换至原始空间．
10． 评价混沌映射序列中的粒子当前值的适应度函数是否优于 Pi，j

与 Gj，并更新 Pi，j与 Gj ．
11． 线性递减混沌映射序列长度 m．
12． until 满足终止条件
13． End for

4 数值分析
4． 1 QCPSO算法中混沌映射结构的选择
选择 Sphere、Ｒosenbrok 和 Griewank 作为标准测试

函数，函数维数设置为 10． QCPSO算法中粒子数目设置
为 30，最大迭代次数为 1000，混沌映射序列长度由 20
递减至 5．选择 8 个常用的一维混沌映射函数作为 QCP-
SO算法的混沌映射结构，分别是 Logistic 映射、Cheby-
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shev 映射、ICMIC 映射、Tent 映射、Simusoidal 映射、
Piecewise映射、Singer映射、Gaussian映射［15］．
算法在不同测试函数独立运行 50 次的最优值、最

差值、平均值与标准差结果如表 1 所示． 由表 1 可以看
出 Simusoidal映射的性能最差，因为其概率分布基本没
有覆盖设计函数的极值点; Logistic 映射与 Gaussian 映

射在 0 附近具有较高的落入频率，所以对于极值为 0 的
测试函数具有较好的优化性能; 服从均匀分布的 Tent
映射与 Piecewise 映射具有平均最优性能，其中 Piece-
wise映射的优化效果最优． 因此本文的 QCPSO 算法采
用 Piecewise映射作为其混沌映射结构．

表 1 各混沌映射函数测试结果

测试函数 映射函数 最优值 最差值 平均值 标准差

Sphere Logistic 2． 520 8e － 206 4． 845 7e － 195 9． 691 7e － 196 0

Chebyshev 2． 035 5e － 045 1． 504 4e － 037 3． 048 0e － 038 6． 706 3e － 038

ICMIC 3． 805 9e － 035 3． 321 4e － 032 1． 764 6e － 032 1． 491 3e － 032

Tent 4． 437 2e － 217 1． 978 4e － 211 5． 594 8e － 212 0

Simusoidal 5． 742 3e － 020 1． 525 1e － 015 5． 306 9e － 016 6． 291 4e － 016

Piecewise 6． 793 3e －227 2． 887 6e －222 5． 954 4e －223 0

Singer 2． 425 1e － 089 2． 581 6e － 081 5． 556 6e － 082 1． 135 4e － 081

Gaussian 6． 023 2e － 208 2． 561 8e － 202 8． 946 7e － 203 0

Ｒosenbrok Logistic 0． 181 3 3． 263 7 0． 954 9 1． 298 5

Chebyshev 5． 862 8 6． 140 6 5． 991 9 0． 105 6

ICMIC 6． 073 3 6． 252 0 6． 180 7 0． 066 8

Tent 0． 050 6 1． 670 0 0． 621 8 0． 658 2

Simusoidal 22． 581 0 31． 590 0 25． 481 0 3． 557 8

Piecewise 0． 036 9 3． 155 3 0． 800 8 1． 324 9

Singer 17． 392 0 18． 036 0 17． 791 0 0． 263 4

Gaussian 0． 371 4 0． 434 9 0． 394 6 0． 024 7

Griewank Logistic 0 0． 066 4 0． 025 2 0． 018 2

Chebyshev 0 0． 536 2 0． 125 9 0． 116 6

ICMIC 0 0． 523 4 0． 158 6 0． 110 4

Tent 0 0． 073 8 0． 024 1 0． 018 9

Simusoidal 0． 172 5 1． 010 7 0． 527 8 0． 193 4

Piecewise 0 0． 083 6 0． 028 9 0． 019 2

Singer 0． 024 6 0． 243 6 0． 106 9 0． 050 7

Gaussian 0 0． 078 7 0． 032 6 0． 021 3

4． 2 QCPSO算法的寻优行为分析
本节主要对 QCPSO算法在标准测试函数优化过程

中粒子的运行轨迹进行分析．混沌映射结构选为 Logis-
tic映射，并选择粒子 1 的第一维 Pi = 1，j = 1作为研究对象．
粒子 P1，1的每一代位置更新由以 Pattractor为吸引子不动

点的 Logistic混沌映射结构决定．
图 1 为粒子在各测试函数中的全局寻优轨迹与放

大后的局部寻优轨迹．由图可看出在所有测试函数中，
粒子 P1，1在迭代初期已经覆盖了目标函数较大的搜索

空间，表明算法的混沌搜索区间设置方法具有较好的

通用性．将全局寻优轨迹放大后得到的局部区域寻优

轨迹发现，粒子的混沌映射轨迹存在跨尺度的自相似

性，且同一种混沌映射在不同测试函数中产生的映射

轨迹不同．混沌系统存在统计意义上的内在规律性，这
种规律性是通过大量的统计数据得到的，而粒子群优

化算法的群体性和迭代寻优过程也可以反映一定的寻

优规律，将混沌系统叠加在粒子群优化算法的结果可

能是整个系统处于一个相互关联的混沌体系中，这种

特有的性质可以保证粒子对整个搜索空间具有较高的

覆盖率．
4． 3 QCPSO算法优化分数阶超混沌系统参数
分数阶超混沌 Ｒssler系统的模型如下:
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dαx1
dtα

= － x2 － x3，
dαx2
dtα

= x1 + ax2 + x4

dαx3
dtα

= b + x1x3，
dαx4
dtα

= － cx3 + dx4

( 17)

其中 α为系统分数阶次，a，b，c，d 为系统参数，x1，x2，
x3，x4 为系统控制变量，当系统参数 α = 0． 95，a = 0． 25，
b = 3，c = 0． 5，d = 0． 05 时，初值为 x1 ( 0 ) = － 10，x2 ( 0 )
= － 6，x3 ( 0) = 0，x4 ( 0) = 10，该系统是超混沌的．
分数阶超混沌 Chen系统如下所示:
dαx1
dtα

= a( x2 － x1 ) + x4，
dαx2
dtα

= dx1 － x1x3 + cx2

dαx3
dtα

= x1x2 － bx3，
dαx4
dtα

= x2x3 + rx4 ( 18)

当分数阶次 α = 0． 95，系统参数 a = 35，b = 3，c =
12，d = 7，r = 0. 6 时系统进入超混沌状态． 上述混沌系
统采用四阶龙格库塔求解，步长为 0. 01．
为了验证 QCPSO 算法的有效性，选取自适应人

工蜂 群 算 法 ( AABC ) ［4］、改 进 的 差 分 进 化 算 法
( IDE) ［5］与改进的量子粒子群优化算法 ( QPPSO ) ［6］

进行对比分析．所有算法的粒子总数设置为 20，最大
迭代数为 200，选取固定初值的 150 个混沌变量作为
目标函数中变量误差的评价指标． 其中，AABC 算法
中 limit = 5 ; IDE算法中缩放因子 F = 0. 5，交叉概率因
子 CＲ = 0. 9 ; QPPSO算法中的加速度常数 c1 = c2 = 2，
惯性权重 ω由 1 至 0. 5 线性递减． QCPSO算法中混沌
映射结构为 Piecewise，混沌映射序列长度 m 设置为
20 递减至 5 ．分数阶超混沌 Ｒssler系统的各待估计参
数上下界设置为: 0. 5≤α≤1，0≤a≤1，0≤b≤10，0≤
c≤1，0≤d≤1，粒子维数为 5 ． 分数阶超混沌 Chen 系
统的各参数上下界设置为: 0. 5≤α≤1，20≤a≤40，0
≤b≤10，8≤c≤15，0≤d≤10，0. 5≤ r≤1，对应粒子
维数为 6 ．
各算法在两个混沌系统下各独立运行 20 次得到

的最优值、最差值与平均值分别如表 2 和表 3 所示．从
表 2 中可以看出，对分数阶超混沌 Ｒssler 系统的参数
估计问题中，AABC 算法与 IDE 算法得到相似的结果．
QPPSO算法在估计精度上要优于前两种算法，其各参
数估计的最优结果处于混沌系统参数的真实值附近，

而 QCPSO算法则找到了混沌系统的参数真实值，具有
更高的估计精度．由表 3 可以看出，在对分数阶超混沌
Chen 系统的参数估计问题上: AABC 算法的寻优精度
要高于 IDE 算法，QPPSO 算法仅有两参数没有找到真
实值，估计精度优于前两种算法，但 QCPSO算法在估计
精度要高于 QPPSO 算法，达到 10 －29数量级． 以上结果
表明 QCPSO算法在解决高维优化问题方面优于其他三
种算法．

表 2 分数阶超混沌 Ｒssler系统参数估计结果

算法 时间( min) 参数 真实值 最优值 平均值 最差值

AABC 25． 866 9 a 0． 25 0． 249 999 990 0． 249 999 998 0． 250 000 008

b 3 2． 999 999 993 3． 000 000 057 2． 999 999 905

c 0． 5 0． 500 000 014 0． 500 000 042 0． 500 000 081

d 0． 05 0． 050 000 012 0． 050 000 131 0． 050 000 029

α 0． 95 0． 949 999 998 0． 949 999 996 0． 949 999 993

适应值 － 3． 699 3e － 17 3． 270 2e － 16 3． 270 2e － 16

QPPSO 31． 861 4 a 0． 25 0． 249 999 996 0． 249 999 993 0． 249 999 990
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续表

算法 时间( min) 参数 真实值 最优值 平均值 最差值

b 3 2． 999 999 999 2． 999 999 993 2． 999 999 991

c 0． 5 0． 499 999 991 0． 499 999 999 0． 499 999 999

d 0． 05 0． 050 000 000 0． 049 999 998 0． 049 999 992

α 0． 95 0． 950 000 000 0． 949 999 999 0． 949 999 999

适应值 － 2． 965 7e － 027 6． 064 1e － 026 1． 559 2e － 26

IDE 61． 161 5 a 0． 25 0． 250 000 005 0． 250 000 006 0． 250 000 008

b 3 2． 999 999 981 3． 000 000 009 3． 000 000 036

c 0． 5 0． 499 999 994 0． 499 999 953 0． 499 999 911

d 0． 05 0． 050 000 001 0． 050 000 011 0． 050 000 022

α 0． 95 0． 949 999 997 0． 949 999 996 0． 949 999 994

适应值 － 1． 248 9e － 016 5． 636 2e － 016 2． 313 2e － 015

QCPSO 29． 924 5 a 0． 25 0． 250 000 000 0． 249 999 999 0． 249 999 999

b 3 3． 000 000 000 2． 999 999 999 2． 999 999 999

c 0． 5 0． 500 000 000 0． 499 999 999 0． 499 999 999

d 0． 05 0． 050 000 000 0． 049 999 999 0． 049 999 999

α 0． 95 0． 950 000 000 0． 950 000 000 0． 950 000 000

适应值 － 8． 809 4e －30 1． 220 1e －29 1． 559 2e －29

表 3 分数阶超混沌 Chen系统参数估计结果

算法 时间( min) 参数 真实值 最优值 平均值 最差值

AABC 26． 642 5 a 35 35． 000 000 017 34． 999 999 993 34． 999 999 898

b 3 3． 000 000 025 3． 000 000 042 3． 000 000 080

c 12 12． 000 000 003 11． 999 999 995 11． 999 999 983

d 7 6． 999 999 983 6． 999 999 916 6． 999 999 970

r 0． 6 0． 600 000 002 0． 599 999 991 0． 599 999 993

α 0． 95 0． 949 999 998 0． 950 000 002 0． 950 000 001

适应值 － 2． 239 0e － 16 9． 755 6e － 015 1． 146 6e － 14

QPPSO 32． 236 3 a 35 35． 000 000 000 35． 000 000 001 34． 999 999 999

b 3 3． 000 000 000 2． 999 999 999 2． 999 999 997

c 12 12． 000 000 000 12． 000 000 001 12． 000 000 001

d 7 7． 000 000 000 6． 999 999 993 7． 000 000 001

r 0． 6 0． 600 000 001 0． 599 999 997 0． 599 999 999

α 0． 95 0． 949 999 997 0． 950 000 000 0． 949 999 998

适应值 － 7． 053 1e － 024 1． 000 5e － 023 1． 627 8e － 023

IDE 59． 911 1 a 35 34． 999 999 920 35． 000 000 657 35． 000 001 395

b 3 3． 000 000 640 3． 000 000 132 2． 999 999 623

c 12 12． 000 000 356 12． 000 000 718 12． 000 001 080

d 7 7． 000 000 481 6． 999 998 081 6． 999 995 681

r 0． 6 0． 599 997 352 0． 599 999 864 0． 600 002 376

α 0． 95 0． 950 000 016 0． 949 999 749 0． 949 999 482
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续表

算法 时间( min) 参数 真实值 最优值 平均值 最差值

适应值 － 1． 300 8e － 012 3． 862 9e － 012 6． 424 9e － 012

QCPSO 29． 753 5 a 35 35． 000 000 000 35． 000 000 000 35． 000 000 000

b 3 3． 000 000 000 3． 000 000 000 3． 000 000 000

c 12 12． 000 000 000 12． 000 000 000 12． 000 000 000

d 7 7． 000 000 000 6． 999 999 999 6． 999 999 999

r 0． 6 0． 600 000 000 0． 599 999 999 0． 599 999 999

α 0． 95 0． 950 000 000 0． 950 000 000 0． 950 000 000

适应值 － 3． 591 1e －029 3． 728 2e －029 3． 865 4e －029

图 2 给出了分数阶超混沌 Ｒssler 系统和 Chen 系
统的目标函数收敛曲线．从图 2( a) 中可以看出，IDE 算
法在迭代前期具有较快的收敛速度，但从第 30 代开始
收敛速度明显低于 AABC 算法; QPPSO 算法的收敛曲
线表现出平稳的收敛速度; QCPSO 算法在第 50 次迭代
后目标函数的精度达到 10 －28的数量级，相比于其他三

种算法，具有明显的收敛速度优势．从图 2( b) 中可以看
出，AABC算法、QPPSO算法与 IDE算法在前 20 代具有
较为接近的收敛速度，但从 20 代以后，IDE 算法的收敛
速度开始变慢，算法的精确度低于 AABC 算法与 QPP-
SO算法． QCPSO 算法在前 60 代收敛速度明显快于其
他算法，最优的估计精度达到 10 －29数量级，上述实验

表明本文提出的 QCPSO算法可以对分数阶超混沌系统
参数进行有效的估计，算法具有良好的通用性和稳

定性．

4． 4 QCPSO算法的复杂度分析
PSO算法的时间复杂度为 T( N) = O( NDT) ，其中

N为粒子数，D 为维数，T 为最大迭代次数． 尽管 QPSO
算法的迭代公式发生变化，但并没有增加算法的时间

复杂度． 本文提出的 QCPSO 算法在 QPSO 算法的基础
上加入了混沌搜索策略，因此 QCPSO 算法的时间复杂
度为 T( N) = O( NDT) + O( m) ，其中 m 为混沌序列最
大值．从表 2 和表 3 的各算法运行时间可以看出，QCP-
SO算法的附加策略与 QPPSO 算法基本保持在一个数
量级．因此本文提出的 QCPSO 算法在没有增加算法时
间复杂度的情况下，加快了收敛速度并提升了的解的

精度．

5 结论
本文提出一种以混沌吸引子围绕的不动点为势阱

中心的 QCPSO算法．算法的尺度自适应策略不仅使粒
子在迭代初期具有较高的目标区间覆盖率，而且使粒

子与不动点之间的初始距离具有一定的随机性，进而

充分利用混沌系统的初值敏感特性保证粒子的种群多

样性．混沌吸引子内部的粒子的相互排斥的特性使得
粒子在陷入局部最优解后有一定的跳出机制． 通过对
分数阶超混沌 Ｒssler 系统与分数阶超混沌 Chen 系统
的参数估计进行仿真实验，结果表明本文提出的 QCP-
SO算法具有良好的通用性与较高的鲁棒性．
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